
 بسم االله الرحمن الرحيم

 قوانين کپلر و اثبات آنها

:آشنایی   

احتمالا بسياری از حرکت های . کيهان شناسی همواره یک منبع الهام بخش برای علم بوده است 
تمدن های قدیم نيز به قوانينی که بر حرکت اجرام . انقلابی در علم از ستاره شناسی شروع شده است 

رتيب جابجا آسمانی حکومت می کند پی برده بودند و می دانستند که این کائنات به خودی خود و بدون ت
تئوری وجود نيرو به بطليموس بر می گردد او اینطور تصور می کرد تمامی اجرام در آسمان به . نمی شوند 

که بعدها معلوم گشت آنها ( بعضی از ستارگان . دور زمين می چرخند و حرکت آنها یک حرکت دوار است 
این . ی جهت تبيين حرکت آنها نياز بود حرکاتی نامنظم داشتند و به پارامتر های زیاد) سياره بوده اند 

تئوری تخمين های تقریبا دقيقی به دست می داد اما بدست آوردن یک پارامتر آن کاری سخت و طاقت 
. فرسا بود   

قانون زیر را نوشت  3با استفاده از اطلاعات جمع آوری شده توسط تيکو براهه   Johanns Kepler   17در قرن 

.بيضی به دور خورشيد که در یکی از کانون های بيضی قرار دارد می چرخد هر سياره در مداری :  1  

شعاع اتصال یا خط واصل خورشيد و سياره مساحت های مساوی را در زمان های مساوی طی:  2  

 می کند 

 ௗ஺
ௗ௧

ൌ ଵ
ଶ

ܮ ൌ ثابت   :یا به صورت ریاضی 

بزرگ مدار مربع دوره ی تناوب مداری سياره متناسب است با مکعب نصف قطر :  3  

ܶଶ ൌ ଶܽଷߨ4 یا   ܶଶ ן ܽଷ : یا به صورت ریاضی    

و یکی نصف قطر بزرگ بيضی  e یکی دوری از مرکز یا : پارامتر بيشتر نياز نداریم  2هر سياره ما به برای    

قانون توصيف می شود برای مثال قانون دوم سرعت زاویه ای را در هر نقطه از  3سپس حرکت توسط این 
دهد و می توان دریافت که هر چه سياره به خورشيد بيشتر نزدیک می شود سرعت آن مدار به ما می 

.افزایش می یابد و در نهایت قانون سوم سرعت خطی سياره را به ما می دهد   

قوانين حرکت و   Philosophiae Naturalis Principia Mathematica نيوتن در شاهکار خود  1687در سال   

گانه ی کپلر به کار برد جالب است بدانيد این قوانين به هر  3آوردن قوانين  را برای بدستگرانش خود 
.جسمی که تحت تاثير نيروی گرانش دور چيزی می چرخد می توان اعمال کرد   

 برای اثبات قانون اول نيوتن می بایست ابتدا معادله ی بيضی را در دستگاه مختصات قطبی داشته باشيم 

. پس باید معادله ی بيضی در دستگاه دکارتی را داشته باشيم   

 

 



 

|ଵܨܲ| ൅ |ଶܨܲ| ൌ 2ܽ 

:همان نصف قطر بزرگ بيضی است اثبات رابطه ی بالا   a 

ها بسته شده است بوجود می آورند پس طول نخ   F سر آن به  2می دانيم که بيضی را توسط یک نخ که   

قرار می دهيم و بيضی را می کشيم هنگامی که نوک   p ܨܲ| می باشد نوک مداد را درଵ| ൅  برابر با |ଶܨܲ|

.می شود   2a ها را قطع کرد اندازه ی آن   x مداد محور 

ඥሺݔ ൅ ܿሻଶ ൅ ଶݕ ൅ ඥሺݔ െ ܿሻଶ ൅ ଶݕ ൌ 2ܽ 

.فاصله ی یکی از کانون ها تا مرکز بيضی است   c 

ඥሺݔ ൅ ܿሻଶ ൅ ଶݕ ൌ 2ܽ െ ඥሺݔ െ ܿሻଶ ൅  ଶݕ

.می رسانيم  2توان طرف را به  2  

xଶ െ 2cx ൅ cଶ ൅ yଶ ൌ 4aଶ െ 4aඥሺx ൅ cሻଶ ൅ yଶ ൅ xଶ ൅ 2cx ൅ cଶ ൅ yଶ 

.که به صورت زیر ساده می شود   

aඥሺx ൅ cሻଶ ൅ yଶ ൌ aଶ ൅ cx 

.می رسانيم  2طرف را به توان  2  

aଶሺxଶ ൅ 2cx ൅ cଶ ൅ yଶሻ ൌ aସ ൅ 2aଶcx ൅ cଶxଶ 

 cଶxଶ را با عبارت    aଶxଶ طرف حذف می شود جای عبارت  2از   2aଶcx را در پرانتز اثر می دهيم عبارت   aଶ 

.فاکتور می گيریم   xଶ   و در سمت چپ از aଶ تعویض می کنيم در راست از 

ሺaଶ െ ܿଶሻxଶ ൅ aଶyଶ ൌ aଶሺaଶ െ ܿଶሻ 

همان نصف قطر کوچک بيضی است بوسيله  b و می دانيم که    ܾଶ ൌ aଶ െ ܿଶ  برای راحتی فرض می کنيم 

.با جایگذاری داریم . قضيه ی فيثاغورس رابطه ی بالا به سادگی بدست می آید   

ܾଶxଶ ൅ aଶyଶ ൌ aଶܾଶ 



. تقسيم می کنيم   ܽଶܾଶ 2  طرف را بر  

xଶ

aଶ ൅
yଶ

ܾଶ ൌ 1 

.رابطه ی بالا معادله ی بيضی در دستگاه مختصات دکارتی است   

.حال می خواهيم معادله ی بيضی را در دستگاه مختصات قطبی پيدا کنيم   

 

|PF| ൌ r 

|Pl| ൌ d െ rcosθ 

݁ ൌ
ܿ
ܽ
 

.اینگونه است   e در مختصات قطبی  .را برون مرکزی بيضی می نامند و با رابطه ی بالا می شناسند   e 

|PF|
|P୪|

=e 

.پس داریم . در جریان محاسبه می بينيم که این رابطه درست است   

ݎ ൌ ݁ሺd െ rcosθሻ 

ଶݎ ൌ ଶݕଶ൅ݔ و   ݔ ൌ  می دانيم که ߠݏ݋ܿݎ

.طرف را مربع می کنيم عبارات بالا را جایگزین می کنيم  2  

ଶݕଶ൅ݔ ൌ ݁ଶሺ݀ଶ െ ݔ2݀ ൅  ଶሻݔ

فاکتور   را به سمت چپ می بریم و از   ଶݔ െ2݁ଶ݀ݔ و    ݁ଶݔଶ را در پرانتز اثر می دهيم و عبارات   ݁ଶ  

.می گيریم   

ሺ1 െ ݁ଶሻxଶ ൅ 2݁ଶ݀ݔ ൅ ଶݕ ൌ ݁ଶ݀ଶ 



این عمل را  .را اضافه می کنيم   ቀ ௗ௘మ

ଵି௘మቁ
ଶ

طرف عبارت  2به . تقسيم می کنيم  ሺ1 െ ݁ଶሻ طرف را بر عبارت  2  

.انجام دادیم تا عبارت زیر بدست آید   

ቆݔ ൅
݁ଶ݀

1 െ ݁ଶቇ
ଶ

൅
ଶݕ

1 െ ݁ଶ ൌ
݁ଶ݀ଶ

ሺ1 െ ݁ଶሻଶ 

: اگر عبارات زیر را داشته باشيم   

݄ ൌ െ ௘మௗ
ଵି௘మ , ܽଶ ൌ ௘మௗమ

ሺଵି௘మሻమ , ܾଶ ൌ ௘మௗమ

ଵି௘మ 

: عبارت به صورت زیر در می آید   

ሺݔ െ ݄ሻଶ

ܽଶ ൅
ଶݕ

ܾଶ ൌ 1 

را می نویسيم  e درست است   e که معادله ی یک بيضی است حال برای آنکه بدانيم تعریف ما از 

ܿଶ ൌ ܽଶ െ ܾଶ 

ܿଶ ൌ
݁ଶ݀ଶ

ሺ1 െ ݁ଶሻଶ െ
݁ଶ݀ଶ

1 െ ݁ଶ 

ܿଶ ൌ
݁ଶ݀ଶ െ ݁ଶ݀ଶሺ1 െ ݁ଶሻ

ሺ1 െ ݁ଶሻଶ  

ܿଶ ൌ
݁ସ݀ଶ

ሺ1 െ ݁ଶሻଶ 

ܿ ൌ
݁ଶ݀

1 െ ݁ଶ 

ܽ ൌ
݁݀

1 െ ݁ଶ 

ܿ
ܽ

ൌ ݁ 

:قطبی چنين است همان چيزی که انتظار آن را داشتيم پس معادله ی بيضی در دستگاه مختصات   

ݎ ൌ
݁݀

1 ൅ ߠݏ݋ܿ݁
 

 

 

 



:اثبات قوانين کپلر   

:قانون اول   

همانطور که قبلا نيز گفته شد قانون اول بيان می کند که هر جسمی که تحت تاثير نيروی گرانش جسم 
.دیگری باشد در مداری بيضوی دور آن می چرخد   

.اثبات برای این قانون اینجا ذکر می کنيم  2  

  : 1اثبات 

 برای اثبات این که سياره بيضوی می چرخد ابتدا باید ثابت کنيم که در یک صفحه می چرخد لذا داریم 

F ൌ ݉a  قانون دوم نيوتن:  

F ൌ െ ீெ௠
௥య r ൌ െ ீெ௠

௥మ u   قانون گرانش نيوتن :  

ابتدا باید عرض کنم حروفی که کج نوشته شده اند نشاندهنده ی اندازه اند و حروفی که به صورت 
.معمولی نوشته شده اند نشاندهنده ی بردار اند   

جرم سيارات به ترتيب جرم دور زننده و جرم ثابت می باشند  M و   m   ، نيروی گرانشی روی سياره F 

.می باشد   r بردار یکه در سوی   uൌ ቀଵ
௥
ቁ r و   ݎ ൌ |r| ثابت گرانش ،   G 

.قانون را برابر با هم قرار می دهيم  2های   F 

݉aൌ െ
݉ܯܩ

ଷݎ r 

.ها از طرفين ساده می شوند   m 

aൌ െ
ܯܩ
ଷݎ r 

.است پس موازیند و داریم   r ضریبی از بردار   a و بنابراین می فهميم که بردار 

rൈaൌ0 

d
dt

ሺrൈvሻ ൌ rሶൈv൅rൈvሶ  

d
dt

ሺrൈvሻ ൌ vൈv൅rൈaൌ0൅0൅0 

:بردار سرعت است بنابر این داریم   v 

rൈvൌh 

بردار 2بر   h نتيجه می شود که بردار ثابت   h്0 یک بردار ثابت است و حال اگر فرض کنيم که   h که در آن 



.هر دو در یک صفحه اند   v و بردار   r عمود است پس بردار   v و   r 

.می دانيم که بردار سرعت همواره بر مسير حرکت مماس می باشد پس مدار بر یک صفحه قرار دارد   

:شروع می کنيم به اثبات قانون اول کپلر داریم   h از بردار ثابت 

hൌrൈvൌrൈݎሶ ൌ uݎ ൈ ሺݑݎሻሶ  

hൌݎu ൈ ሺݎuሶ ൅ ሶuሻݎ ൌ ଶሺuൈuሶݎ ሻ ൅  ሶሺuൈuሻݎݎ

hൌݎଶሺuൈuሶ ሻ 

:پس بنابر این داریم   

aൈhൌ
െܯܩ

ଶݎ u ൈ ଶሺuൈuሶݎ ሻ ൌ െܯܩuൈሺuൈuሶ ሻ 

:قضيه ای است در مورد ضرب خارجی که بيان می کند که   

aൈሺbൈcሻ ൌ ሺa·cሻb െ ሺa·bሻc 

.جای اثبات این قضيه نيست آن را می پذیریم و ادامه می دهيم   

u · uሶ ൌ 0 شته باشد آنگاه بردار مکان بر بردار مماس آن عمود است پس در در اینجا دا  

aൈhൌ െ uሶܯܩ  

ሺvൈhሻሶ ൌ vሶ ൈ h ൌ aൈh ൌ uሶܯܩ  

:طرف داریم  2با انتگرال گيری از   

vൈh ൌ uܯܩ ൅ c 

.یک بردار ثابت است   c که در آن 

باشد مناسب   h در سوی بردار   K در اینجا انتخاب محور های مختصات به طوری که بردار پایه استاندارد 

عمودند برابری بالا   h بر   u و   vൈh چون هر دوی . حرکت می کند   xy در این صورت سياره در صفحه . است   

y را طوری انتخاب کنيم که  و محور   x قرار دارد یعنی می توانيم محور   xy در صفحه   c نشان می دهد که 

.قرار گيرد   c در سوی   i همان طور که در شکل نشان داده شده است بردار 

 



.مختصات قطبی سياره می باشند از برابری بالا داریم   ሺݎ, ሻߠ باشد آنگاه   v و   c زاویه ی بين    اگر  ߠ

r · ሺvൈhሻ ൌ r·ሺ݉ܩu ൅ cሻ ൌ r·uܯܩ ൅ r·c 

r · ሺvൈhሻ ൌ u·uݎܯܩ ൅ |r||ܿ| cos  ߠ

r · ሺvൈhሻ ൌ ݎܯܩ ൅ ܿݎ cos  ߠ

تقسيم کنيم داریم  ܯܩ ൅ ܿ cos ߠ جمله را بر عبارت  2در سمت راست معادله فاکتور بگيریم و   r اگر از 

ݎ ൌ
r · ሺvൈhሻ

ܯܩ ൅ ܿ cos ߠ
ൌ

1
ܯܩ

ൈ
r · ሺvൈhሻ

1 ൅ ݁ cos ߠ
 

݁ ൌ ௖
ீெ

 که در آن 

 در جای دیگر داریم 

r · ሺvൈhሻ ൌ ሺrൈvሻ · h ൌ h·h ൌ ݄ଶ 

ݎ ൌ
݄ଶ

ܯܩ
1 ൅ ݁ cos ߠ

ൌ
݄݁ଶ

ܿ
1 ൅ ݁ cos ߠ

 

داریم   ݀ ൌ ௛మ

௖
 و اگر داشته باشيم 

ݎ ൌ
݁݀

1 ൅ ݁ cos ߠ
 

.و این همان معادله ی قطبی بيضی است   

:  2اثبات   

برای این اثبات . اثبات دوم قانون اول کپلر از طریق انرژی و تکانه ی زاویه ای سياره محاسبه می شود 
:ابتدا باید مفاهيمی را مقدمه بنویسيم   

:تبدیل دستگاه مختصات دکارتی به قطبی   

൜ݔ ൌ ߠݏ݋ܿݎ
ݕ ൌ  ߠ݊݅ݏݎ

.می گيریم  دیفرانسيلطرف آنها  2و از هر  2از هر   

൜ݔሶ ൌ rሶcosθ െ θሶ rsinθ
yሶ ൌ rሶsinθ ൅ θሶ rcosθ 

rሶ ଶ ൌ xሶ ଶ ൅ yሶ ଶ 

rሶ ଶ ൌ ሶݎ ଶ cosଶ ߠ ൅ ሶߠ ଶݎଶ sinଶ ߠ െ ሶߠሶݎ2 cos ߠ sin ߠ ൅ ሶݎ ଶ sinଶ ߠ ൅ ሶߠ ଶݎଶ cosଶ ߠ ൅ ሶߠሶݎ2 cos ߠ sin  ߠ

.فاکتور می گيریم   ሶߠ  ଶݎଶ و   ሶݎ  ଶ از بين می رود از   ሶߠሶݎ2 cos ߠ sin  عبارت ߠ



rሶ ଶ ൌ ሶݎ ଶሺsinଶ ߠ ൅ cosଶ ሻߠ ൅ ሶߠ ଶݎଶሺsinଶ ߠ ൅ cosଶ  ሻߠ

rሶ ଶ ൌ ሶݎ ଶ ൅ ሶߠଶݎ ଶ 

:انرژی   

اما ما . انرژی را ما هميشه به صورت جمع انرژی جنبشی و پتانسيل داشتيم حال نيز این کار را می کنيم 
.شوند  1برابر با  2هر   GM و   m برای راحتی کار واحد دستگاه را طوری انتخاب می کنيم تا 

݇ ൌ
1
2

݉vଶ ൌ
1
2

݉rሶ ଶ 

݇ ൌ
1
2

rሶ ଶ 

ܷ ൌ െݓ ൌ െFr 

:پس . همان نيروی گرانش است   F رابطه ی 

ܷ ൌ െ
݉ܯܩ

ଶݎ  ݎ

:ساده می شود به صورت زیر   

ܷ ൌ െ
1
ݎ
 

ܧ ൌ ݇ ൅ ܷ 

ܧ ൌ
1
2

rሶ ଶ െ
1
ݎ
 

:تکانه ی زاویه ای   

Lൌrൈ݉rሶ 

Lൌrൈrሶ 

rൈrሶ ൌ อ
i j k
ݔ ݕ 0
ሶݔ ሶݕ 0

อ ൌ ሺݕݔሶ െ  ሻkݕሶݔ

rൈrሶ ൌ ቀߠݏ݋ܿݎ൫ݎሶߠ݊݅ݏ ൅ ൯ߠݏ݋ܿݎሶߠ െ ߠݏ݋ሶܿݎ൫ߠ݊݅ݏݎ െ  ൯ቁߠ݊݅ݏݎሶߠ

rൈrሶ ൌ  ሶkߠଶݎ

 ሶߠଶݎൌܮ

ܧ ൌ
1
2

൫ݎሶ ଶ ൅ ሶߠଶݎ ଶ൯ െ
1
ݎ
 



.را قرار می دهيم   ௅
௥మ عبارت   ሶߠ و به جای را در پرانتز اثر می دهيم   ଵ

ଶ
 

ܧ ൌ
1
2

ሶݎ ଶ ൅
ଶܮ

ଶݎ2 െ
1
ݎ
 

:ضرب می کنيم داریم  2را به سمت چپ می بریم و تمام معادله را در   ௅మ

ଶ௥మ െ ଵ
௥
 عبارت 

ݎ݀
ߠ݀

ൌ
ሶݎ
 ሶߠ

ሶݎ ଶ ൌ ܧ2 ൅
2
ݎ

െ
ଶܮ

 ଶݎ

ሶߠ ଶ ൌ
ଶܮ

rସ 

.عبارت بالا را بر هم تقسيم می کنيم  2  

൬
ݎ݀
ߠ݀

൰
ଶ

ൌ
1
ଶܮ ሺ2ݎܧସ ൅ ଷݎ2 െ  ଶሻݎଶܮ

:می گيریم  دیفرانسيلطرف  2از   

2
ݎ݀
ߠ݀

݀ଶݎ
ଶߠ݀ ൌ

1
ଶܮ ሺ8ݎܧଷ ൅ ଶݎ6 െ ሻݎଶܮ2

ݎ݀
ߠ݀

 

.تقسيم می کنيم   2 ௗ௥
ௗఏ

 معادله را بر 

݀ଶݎ
ଶߠ݀ ൌ

1
ଶܮ ሺ4ݎܧଷ ൅ ଶݎ3 െ  ሻݎଶܮ

 یک تغيير متغير می تواند به ما کمک کند 

ݑ ൌ
1
ݎ
 

.می گيریم   ߠ نسبت به طرف دیفرانسيل  2از   

ݑ݀
ߠ݀

ൌ െ
1
rଶ

ݎ݀
ߠ݀

 

.یک بار دیگر دیفرانسيل می گيریم   

݀ଶݑ
ଶߠ݀ ൌ െ

1
rଶ

݀ଶݎ
ଶߠ݀ ൅

2
rଷ ൬

ݎ݀
ߠ݀

൰
ଶ

 

 

 



:با جایگذاری داریم   

݀ଶݑ
ଶߠ݀ ൌ െ

1
ଶܮଶݎ ሺ4ݎܧଷ ൅ ଶݎ3 െ ሻݎଶܮ ൅

2
ଶܮଷݎ ሺ2ݎܧସ ൅ ଷݎ2 െ  ଶሻݎଶܮ

:ساده می کنيم   

݀ଶݑ
ଶߠ݀ ൌ

1
ଶܮ െ

1
ݎ

ൌ
1
ଶܮ െ  ݑ

.به سمت چپ می بریم   u 

݀ଶݑ
ଶߠ݀ ൅ ݑ ൌ

1
 ଶܮ

:حال به یاد بياورید این روابط را   

൜ݔ ൌ ߠݏ݋ܿݎ
ݕ ൌ  ߠ݊݅ݏݎ

ە
۔

ۓ
1
ݎ

ൌ
ߠݏ݋ܿ

ݔ
1
ݎ

ൌ
ߠ݊݅ݏ

ݕ

 

ە
۔

ݑۓ ൌ
ߠݏ݋ܿ

ݔ

ݑ ൌ
ߠ݊݅ݏ

ݕ

 

.دیفرانسيل می گيریم   ߠ طرف نسبت به  2و از هر  2از هر   

ە
۔

ۓ
ݑ݀
ߠ݀

ൌ െ
1
ݔ

ߠ݊݅ݏ

ݑ݀
ߠ݀

ൌ
1
ݕ

ߠݏ݋ܿ
 

.دیفرانسيل می گيریم  ߠ طرف نسبت به  2و از هر  2از هر   

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ݑଶ݀ۓ

ଶߠ݀ ൌ െ
1
ݔ

ߠݏ݋ܿ

݀ଶݑ
ଶߠ݀ ൌ െ

1
ݕ

ߠ݊݅ݏ
 

.ضریبی از سينوس و کسينوس است   u حال دیدیم که مشتق دوم    

 



:پس داریم   

ݑ ൌ
1
ଶܮ ൌ  ߠݏ݋ܿ݇

.را قرار می دهيم   e برون مرکزی   ଶܮ݇ و به جای . تبدیل می کنيم   ଵ
௥

را به   u دوباره 

ݎ ൌ
ଶܮ

1 ൅ ߠݏ݋ܿ݁
 

.که مشاهده می کنيم مختصات قطبی یک بيضی را به ما می دهد   

:قانون دوم   

های مساوی  همان طور که ذکر شد این قانون بيان می کند که سياره مساحت های مساوی را در زمان
.طی می کند   

:برای اثبات ما داشتيم   

ߠ݀
ݐ݀

ൌ
ܮ
 ଶݎ

.و می دانيم مساحت حاصل از یک شعاع که بيضی را جارو می کند با رابطه ی زیر داده می شود   

ሻߠሺܣ ൌ
1
2

න ߠଶ݀ݎ
ఏ

଴
 

.طرف دیفرانسيل می گيریم  2از   

ܣ݀
ߠ݀

ൌ
1
2

 ଶݎ

ܣ݀
ݐ݀

ൌ
ܣ݀
ߠ݀

ߠ݀
ݐ݀

ൌ
1
2

ଶݎ ܮ
ଶݎ ൌ

1
2

 ܮ

.پس دیفرانسيل آن باید صفر شود . مقداری ثابت دارد   L حال باید ثابت کنيم که 

:را به خاطر بياورید عبارت پایين  2  

F ൌ ݉a  قانون دوم نيوتن:  

F ൌ െ ீெ௠
௥య r : قانون گرانش نيوتن   

ܽ ൌ rሷ ൌ െ
r

 ଷݎ

rൈrሶ ൌ L 

.طرف دیفرانسيل می گيریم  2از   



Lሶ ൌ rሶൈrሶ ൅ rൈrሷ ൌ rൈ ቀെ
r

ଷቁݎ ൌ െ
1
ଷݎ rൈrൌ0 

.مقداری ثابت دارد پس قانون دوم ثابت می شود   L پس 

:قانون سوم   

در این قانون ما می بایست رابطه ای بين مربع دوره ی تناوب سياره دور خورشيد و مکعب نصف قطر بزرگ 
.مدار سياره پيدا کنيم   

.رابطه ی زیر را بخاطر بياورید   

ߠ݀
ݐ݀

ൌ
ܮ
 ଶݎ

ݐ݀
ߠ݀

ൌ
ଶݎ

ܮ
 

.روی بازه های زمانی گرفت دوره را انتگرال   

ܶ ൌ න ݐ݀
்

଴
ൌ න

ݐ݀
ߠ݀

ߠ݀
ଶగ

଴
ൌ

1
ܮ

න ଶݎ
ଶగ

଴
 ߠ݀

.قرار می دهيم   r مقدار ثابت شده در اثبات قانون اول بروش اول را بجای 

ܶ ൌ ଷܮ න
ߠ݀

ሺ1 ൅ ሻଶߠݏ݋ܿ݁

ଶగ

଴
ൌ

ଷܮߨ2

ሺ1 െ ݁ଶሻ
ଷ
ଶ
 

r(max) و دورترین فاصله سياره از خورشيد را با   r(min) فاصله ی سياره را با می دانيم که اگر نزدیکترین   

:نشان دهيم این روابط را داریم   

௠௔௫ݎ ൅ ௠௜௡ݎ ൌ 2ܽ 

௠௔௫ݎ െ ௠௜௡ݎ ൌ 2ܿ 

݁ ൌ
ܿ
ܽ

ൌ
௠௔௫ݎ െ ௠௜௡ݎ

௠௔௫ݎ ൅ ௠௜௡ݎ
 

.طرف مقدار یک را اضافه کنيم داریم  2اگر به   

1 ൅ ݁ ൌ
௠௔௫ݎ2

௠௔௫ݎ ൅ ௠௜௡ݎ
 

.کنيم و مقدار یک را به آن اضافه کنيم داریم و اگر همان رابطه ی قبلی را در منفی ضرب   

1 െ ݁ ൌ
௠௜௡ݎ2

௠௔௫ݎ ൅ ௠௜௡ݎ
 

.رابطه ی بدست آمده را در هم ضرب می کنيم  2حال   



1 െ ݁ଶ ൌ
௠௜௡ݎ௠௔௫ݎ4

ሺݎ௠௔௫ ൅ ௠௜௡ሻଶݎ ൌ
௠௜௡ݎ௠௔௫ݎ

ܽଶ  

௠௜௡ݎ ൌ
ଶܮ

1 ൅ 0ݏ݋ܿ݁
 

ଶܮ ൌ ௠௜௡ሺ1ݎ ൅ ݁ሻ 

:داریم   

ܿ ൌ ݁ܽ 

.ضرب می کنيم  2طرف را در  2  

2ܿ ൌ 2ܽ݁ 

௠௔௫ݎ െ ௠௜௡ݎ ൌ ݁ሺݎ௠௔௫ ൅  ௠௜௡ሻݎ

ሺ1 െ ݁ሻݎ௠௔௫ ൌ ሺ1 ൅ ݁ሻݎ௠௜௡ 

ଶܮ ൌ ௠௔௫ሺ1ݎ െ ݁ሻ 

ଶܮ

௠௜௡ݎ
ൌ 1 ൅ ݁ 

ଶܮ

௠௔௫ݎ
ൌ 1 െ ݁ 

.عبارت بالا را با هم جمع می کنيم  2  

ଶܮ ൬
1

௠௜௡ݎ
൅

1
௠௔௫ݎ

൰ ൌ 2 

ଶܮ ൌ
௠௜௡ݎ௠௔௫ݎ2

௠௔௫ݎ ൅ ௠௜௡ݎ
ൌ

௠௜௡ݎ௠௔௫ݎ

ܽ
 

: این عبارت را داشتيم که   

1 െ ݁ଶ ൌ
௠௜௡ݎ௠௔௫ݎ

ܽଶ  

.را قرار می دهيم   ܽଶሺ1 െ ݁ଶሻ عبارت    بجای ௠௜௡ݎ௠௔௫ݎ

ଶܮ

1 െ ݁ଶ ൌ ܽ 

ܶ ൌ
ଷܮߨ2

ሺ1 െ ݁ଶሻ
ଷ
ଶ
 



ܶଶ ൌ
଺ܮଶߨ4

ሺ1 െ ݁ଶሻଷ ൌ  ଶܽଷߨ4

...پس قانون سوم هم اثبات شد   
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